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　　摘　要 :　本文首先研究了三维MLFMA中不变项的内在性质.它们分别是 :αm
l
m′

l
具有平移不变性 ,Vs和 Vf 在角谱

空间中共轭对称 ,使用 Galerkin法时 �A sparse为对称矩阵并且 Vs和 Vf 相等.这些性质可用于优化不变项的计算 ,使αm
l
m′

l

的计算复杂度从 O ( Ml (63 - 33) )降到 O (73 - 33)甚至 O ( (73 - 33) / 8) ,而 Vs 和 Vf 的复杂度则从 O ( KLN)降至 O ( KLN/

4) , Aji的从 O ( N)到 O ( N/ 2) .数值结果表明了优化的有效性.
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Abstract :　In this paper ,the intrinsic qualities of invariant terms in 3D MLFMA are discussed at first. They areαm
l
m′

l
′s invari2

ance of translation ,the central conjugate symmetry of Vs or Vf on k̂ space ,and the symmetric sparse matrix �Asparse and equivalency be2
tween Vs and Vf while using Galerking method. Using these factors ,we can optimize the invatriant terms′calculation in MLFMA pro2
gram. As a result ,the complexity of calculatingαm

l
m′

l
is reduced from O ( Ml (63 - 33) ) to O (73 - 33) and even to O ( (73 - 33) / 8) ,

Vs and Vf are reduced from O ( KLN) to O ( KLN/ 4) ,and Aji from O ( N) to O ( N/ 2) . Numerical results show the validity of optimiz2
ing.

Key words :　MLFMA ;translation2invariance ;computing complexity

1　引言
　　近十年来 ,随着计算机技术迅猛发展 ,计算电磁学也得到

了迅速的发展 ,特别是一些新算法被提出并在现有计算机条

件下得到实现.最近 ,V. Rokhlin[1 ] ,Engheta[2 ] ,C. C.Lu和 W. C.

Chew[3～9 ]等相继提出并实现了用于求解电大尺寸三维矢量电

磁散射的快速算法———快速多极子方法 (FMM)和多层快速多

极子方法 (MLFMA) .该算法不但能够保证数值计算的精确度 ,

而且相比矩量法结合共轭梯度法 (计算和存储复杂度为 O

( N2) )在计算效率上有明显的提高 (计算量降到 O ( N115 ) ,

O ( N1133) ,直到 N log N的量级. ) ,从而使基于精确建模的积

分方程数值解法终于可在现有计算机条件下用来求解电大尺

寸目标的三维电磁散射问题.正因如此 ,这一算法得到了国内

不少学者的关注.在电子科技大学 ,聂在平 ,胡俊 ,姚海英 ,王

浩刚 ,王军等[10～14 ]在这方面也做了很多工作 ,并分别采用

Fortran和 C + +实现了该两种算法 ,同时计算了大量的标准

体 ,以验证算法的正确性和高效性.

当使用 FMM时 ,矩量法结合共轭梯度法中的矩阵矢量乘

法可被替换为

　　∑
N

i =1

Ajiai = ∑
m′
∑

i∈G
m′

Aji ai +
ik

4π∫d2 k̂Vfmj ( k̂)

×∑
m′

αmm′( k̂·̂rmm′) ∑
i∈G

m′

V 3
sm′i ( k̂) ai , j∈Gm (1)

　图 1 　大正方体的一个面 .

该正方体已被递归地

分为 4 层 ,在最底层

子立方体的边长电尺

寸约等于λ/ 2

式 (1)中的第一项为近区组的贡

献 ,第二项则为用快速多极子

方法计算的远区互反应. 运用

FMM于迭代法的矩阵矢量乘法

的第一步工作是算出式 (1)中用

到的不变项 (即每步迭代的矩

阵矢量乘法中都要用到的 ,且

不随迭代过程而改变的那些

量) :αm
l
m′

l
, Vs , Vf 和 Aji .

现在 , 用 MLFMA 来代替

FMM完成矩阵矢量乘法 ,即实

现式 (1)的第二项.首先 ,用一大

正方体把待求解的电大尺寸物体包含于其中 ,随后 ,该大立方

体被分成八个等大的子立方体 ,然后递归地把每个子立方体
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再细分为八个更小的子立方体 ,直到最底一层的子立方体边

约等于半个波长.我们感兴趣的是包含有目标体的立方体 ,现

称之为非空立方体.通过搜索的方法可获得这些立方体 [4 ] .从

而 ,一颗网格树的数据结构形成了.树中任一节点 (立方体)至

多包含 8个子节点 .如图 1所示 .

多层快速多极子的矩阵矢量乘法被分为两步进行 :

第一步为各层的上聚过程.它包含对树中各层的非空节

点建立外部多极展开.其数学描述为

Sm′
l - 1

( k̂ ( l - 1) n′) = ∑
G

m′
l
∈G

m′
l - 1

e - ik ( l - 1) n′·rm′
l
m′

l - 1∑
K

l

n =1

W 3
n′nSm′

l
( k̂ ln) ,

l = 3 , ⋯, L 　　(2)

第二步为各层的往下配置过程.它包含建立局部多极展

开 ,包含两部分贡献.第一部分来自该节点 (立方体)的双亲立

方体 (数据结构名词 ,为包含该结点的上一层立方体) ,其中使

用到了平移和外插.另一部分则来自被称之为远亲的贡献 (远

亲即所有满足在当前层为该立方体节点的远区节点而它们双

亲却互为非远区这一条件的立方体) .第二部分可表达为

Цml ( k̂ ln) = ∑
m

l
| B

m
l

m
l

| F
m

l- 1

αm
l
m′

l
( k̂ ln·̂rm

l
m′

l
) Sm′

l
( k̂ ln) (3)

从上面介绍可看出无论是使用快速多极子还是用多层快

速多极子 ,不变项 :αm
l
m′

l
, Vs , Vf 和 Aji需预先求出.通常的方法

是存储并计算每个单元的 Vs和 Vf ,存储和计算各层的每一个

立方体节点和其远亲之间的所有平移项αm
l
m′

l
,以及计算和存

储稀疏矩阵中的所有元素 Aji (式 (1)中) .当待求问题所含单

元数 N (即未知数个数)很多时 ,这种方法相当耗费计算时间

和内存 ,所以需要寻找新的思路.为此本文作者研究了多层快

速多极子中不变项的一些内在属性 ,并利用这些属性优化计

算.它们是 :

(1) l层中αm
l
m′

l
的平移不变性. l = 2 ,3 , ⋯, L ( L 为MLFMA

树最底层的层号) .由于该特性 ,αm
l
m′

l
的存储和计算复杂度由

原来的 O ( Ml (63 - 33) )降到 O (73 - 33) .常数 Ml 表示 l层的所

有非空节点数.

(2)利用αm
l
m′

l
=αm

l
m′

l
( k·rm

l
m′

l
) ,对不同象限却相互对称

的 8个 rm
l
m′

l
可选择不同的 k 以使它们的 k·rmm′值相等 ,且各

自的αm
l
m′

l
值对应相等 ,进而使αm

l
m′

l
的计算量从 O (73 - 33)减

少到 O ( (73 - 33) / 8) .

(3) Vs ,和 Vf 的对称性.其复杂度也能从 O ( KLN)减少到

O ( KLN/ 2)甚至到 O ( KLN/ 4) .

(4)用于存储式 (1)中所有 Aji的稀疏矩阵 �A sparse的对称性.

显然 ,当用到 Galerkin方法时 ,复杂度可减少到 O ( N/ 2) .第四

节给出了利用这些属性后的数值结果 ,从中可以看出对这些

不变项计算的复杂度得到了明显降低 ,与此同时精度也得到

了保证.

2　αm
l
m′

l
的平移不变性

　　通常计算αm
l
m′

l
的方法为 :计算并存储层 l 中每一立方体

m′l和其所有远亲立方体 ml 之间的αm
l
m′

l
.图 2的阴影部分表

示了一个立方体的所有远亲的分布 .从中可看出每个立方体

的远亲至多为 62 - 32 个 ,这是 2维的 MLFMA用图.对于三维

MLFMA ,则每个立方体的远亲至多为 63 - 33 .所以使用通常的

方法的计算和存储复杂度为 O ( Ml (63 - 33) ) . Ml 表示 l 层的

非空立方体个数 ,在第一节中已提到.当 Ml 太大 ,存储需求

将会变得不可容忍.

图 2　一正方体的远亲.它们

　　　分布于图中阴影部分.

　　　每一立方体节点的远

　　　亲分布都是不同的

　

　

图 3　任意一立方体节点的所有

　　　可能的远亲.它们分布于阴

　　　影部分 ,这是图 2的扩展.

　　　从而任一立方体结点的远

　　　亲分布不超出阴影范围

为了减少复杂度 ,先观察αm
l
m′

l
( k̂) .先在第 l层中任意选

取 4 个节点 ,分别为 m0 i , m0′l , ml ,和 m′l . 容易得出 :当

rm0
l
m0′

l
= rm

l
m′

l
,αm0

l
m0′

l
( k̂) =αm

l
m′

l
( k̂)将会成立.这说明了平移

项αm
l
m′

l
( k̂)的大小只取决于波数 ,角谱以及某立方体节点与

其远亲间的位移矢量 ,而与其它因素无关.所以当 ml 和 m′l
分别移到 m0 l和 m0′l 时 ,αm

l
m′

l
( k̂)的值不变.称之为平移不变

性.这一性质最先在文[16 ]中简要提到 ,用于计算粗糙表面散

射.本文则用于减少αm
l
m′

l
( k̂)的计算和存储复杂度.

图 2为某一特殊情形 .图 3则属于对远亲分布的一种形

式扩展 (实际不存在) ,该图中远亲对称地分布在某立方体节

点周围.远亲个数从 62 - 32 变为 72 - 32 ,同样对于三维情形 ,

从 63 - 33变到 73 - 33 .图 3已含有该层所有立方体的远亲分

布信息 ,即该层任一立方体的远亲分布将不会超过阴影范围.

因此仅需算一个如图 3所示的立方体与其所有的远亲 (阴影

部分)的αm
l
m′

l
( k̂)并存储其值 ,而不需计算所有立方体结点与

它们远亲间的αm
l
m′

l
( k̂) .当需要使用任一立方体 ml 与它的任

意远亲 m′l 的αm
l
m′

l
( k̂ )时 ,只需先获得两立方体间的位移矢

量 ,再根据αm
l
m′

l
( k̂)的平移不变性从存储中调用相应的值.从

而计算和存储复杂度从 O ( Ml (63 - 33) )将到 O (73 - 33 ) .当

Ml 太大时 ,这是一个特别精彩的改进.

为了进一步降低复杂度 ,先分析αm
l
m′

l
( k̂)的表达式.它可

表述为

αmm′( r̂mm′·̂k) = ∑
L

l =0

Wli
l (2 l + 1) h

(1)
l ( krmm′) Pl ( r̂mm′·̂k) (4)

上式中为了方便省去了αm
l
m′

l
( k̂)的下标 l .

很明显 ,当·rmm′是一个常量 ,αm
l
m′

l
( k̂ )将不会改变.所以

假定在直角坐标系中
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rmm′= ( x1 , y1 , z1)

r′mm′= ( x2 , y2 , z2)
(5)

而在球坐标系中

k = ( k1 ,α1 ,β1)

k′= ( k2 ,α2 ,β2)
(6)

当 rmm′为式 (7)描述的八种相互对称的情形之一 ,即 :

x2 = ( - 1) ax1

y2 = ( - 1) by1 , ( a , b , c = 0 ,1) ,

z2 = ( - 1) cz1

(7)

时 ,选择

α2 = cπ+ ( - 1) cα1

β2 = { 2π+ ( - 1) b[ aπ+ ( - 1) aβ1 ]} mod (2π)
(8)

从而

k′·r′mm′= k·rmm′ (9)

αmm′( k′·r′mm′) =αmm′( k·rmm′) (10)

仅需计算远亲为图 4所示阴影部分的αm
l
m′

l
( k̂ ) .图 3其

它部分的αm
l
m′

l
( k̂) ,可以根据式 (7) , (8)获得.此时 ,计算和存

储复杂度降至 O ( (73 - 33) / 8) (见图 4) .

图 4　仅有阴影部分的

　　远亲与中心立方

　　体间的αmm′需要

　　计算

　　

图 5　正方形平板的αmm″计算的

　　存储需求与其电尺寸关系.

　　虚线为通常方法的结果 ,

　　实线为优化后的结果

3　Vs , Vf 和 Asparse的对称性

　　式 (1)中 Vs和 Vf 可表为

Vsm′i ( k̂) =∫s ds′e ik·r
im′[ I - k̂k̂ ]·ji ( rim′) (11)

Vfmj ( k̂) =∫s dse ik·r
jm [ I - k̂k̂ ]·tj ( rjm) (12)

显然 ,当 k′= - k ,

Vsm′i ( k′) = V 3
sm′i ( k) (13)

Vfmj ( k′) = V 3
fmj ( k) (14)

从而 , Vs 和 Vf 的计算时间和存储需求将从 O ( KLN)到

O ( KLN/ 2) .此处 KL 为单位矢量 k̂ 的所有取向.

若运用 Galerking方法[17 ]于MLFMA ,等式 ji = ti 将导致

Vsmi ( k) = Vfmi ( k) (15)

其计算和存储复杂度就降为 O ( KLN/ 4) . ji = ti 还导致

Asparse = AT
sparse (16)

从而 ,稀疏矩阵 Asparse的复杂度也将降为 O ( N/ 2) .

4　数值结果

　　图 5为计算一个正方形平板的αmm″时存储需求与其电尺

寸的关系.虚实两条曲线比较可知利用不变项的内在属性可

大大地减少内存需求.

表 1　某 ka = 1510796导体球散射计算时对不变项 A sparse , Vs , Vf

和αm
l
m′

l
的存储和计算需求量

需求量 计算时间 (s) 内存消耗 (MB)

方法 通常方法 优化后 通常方法 优化后

A sparse 2653 1383 30178797 1514454

Vs和Vf 237 60 38183008 9170752
αm

l
m′

l 156 5 4513047 11205012

　　表 1列出了计算一个 kα= 1510796 球体 RCS时不变项

Vs , Vf 和 Asparse的存储与计算时间需求.这同样说明了利用不

变项的内在属性可显著减少计算复杂度.

　图 6　ka = 1510796导体球的

E平面双站 RCS

图 6 为该球的

E面双站 RCS.虚线

为Mie 方法的结果 ,

实线由我们的方法

所算出.两者几乎完

全吻合.

5　结论

　　本文研究了

MLFMA中的一些内

在性质 ,并利用其对

αm
l
m′

l
, Vf , Vs , 和

�A sparse的计算和存储进行了优化 ,使之计算和存储的复杂度得

到了明显的改进.从而可在微型机上计算电大物体的电磁散

射.
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时需要同向的线极化.对于普通的同向线极化的双频工作 ,就

必须同时激励起微带贴片下电磁场的一次模与三次模 ,但是

这样双频比就很大 ,不可能达到如图 9那么小的双频比 (1∶

1131) .这也是这种形状双频天线的一个很好的特点.

图 10　双频天线的 S12曲线

4　结论

　　论文成功地在微带天线的设计中引入了遗传算法进行优

化 ,讨论了优化中的一些基本问题 ,如基因串的定义 ,遗传算

法与矩量法的结合 ,适应度函数的设计以及控制参数的选择

等.论文中还采用遗传算法 ,优化出不同形状的微带天线 ,分

别具有宽带和双频的特点.宽带天线的设计克服了以往微带

天线窄带的缺点 ,将天线带宽从 5 %扩展到 1616 %.双频天线

的双频比为 1∶1131 ,而且是同向的线极化.这两个例子充分说

明了遗传算法在微带天线优化中的有效性.
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